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Le but de ce travail est de presenter un contexte de la combinatoire alg6brique 
g6n~ralisant 5 la fois les notions de s~ries indicatrices de cycles, ZF(X l, x 2, X 3 . . . .  ), 
et d'asym~trie, FF(X 1, x 2, x 3 . . . .  ), d'une esp~ce F. Nous utilisons l'inversion de 
M6bius dans des treillis de sous-groupes (telle qu'initi~e par Rota [Z. Wahrsh. 
Verw. Gebiete 2 (1964), 340-348; Bull. Amer.  Math. Soe. 75 (1969), 330-334], suivi 
de Stockmeyer [Ph.D. Thesis, University of Michigan], White [Proc. Amer.  Math. 
Soc. 47(1) (1975), 41-44], Rota et Smith ["Enumeration under Group Action," 
1977], Rota et Sagan [European J. Combin. 1 (1980), 67-76] et Kerber ["Enumera- 
tion under Finite Group Action: Symmetry Classes of Mappings," 1985]) pour 
effectuer le d~nombrement des structures d'une esp~ce F selon leurs types de 
sym6tries; ces derniers ~tant cod~s par une deuxi~me espbce G, Ainsi, pour toutes 
esp~ces Get  F on dfifinit la G-sdrie indicatrice de F, notre GF(Xl, x2, x 3 . . . .  ), qui 
se r~duit aux s~ries ZF(Xl,  X 2, x 3 . . . .  ) et FF(Xl, x2, x3,. .. ) par des choix judi- 
cieux de l'espece G. © 1995 Academic Press, Inc. 
1. INTRODUCTION 
La notion de s6rie indicatrice d'asymdtrie FF(X l, x2, x 3 . . . .  ) d'une 
esp~ce de structures F (voir [4, 7, 9, 20]) a 6t6 introduite dans [5] (voir 
aussi [19]) comme outil de d6nombrement des F-structures asymdtriques. 
La s6rie FF(X 1, x 2, x3 , . . .  ) poss~de des propridt6s analogues ?~ celles de la 
s6rie indicatrice de cycleS ZF(X 1, X 2, X 3 . . . .  ) de P61ya-Joyal [4]. Une 
ddfinition uniforme pour ces deux sdries est propos6e dans [6]. 
On introduit d'abord l'esp~ce pond&6e X,  = Xt  t + Xt2 + Xt  3 +""  
dont les structures ont les singletons de poids ti, i > 1. On consid~re 
ensuite l'espace auxiliaire Ft = Ft (X)  = F (Xt  l + Xt2 + XI 3 + "'" ) o~ une 
Ft-structure st une F-structure dont chaque point de l'ensemble sous- 
jacent est muni d'un poids choisi arbitrairement dans l'ensemble {tili > 1}; 
en fait, F t = F × E t ofa E ddsigne l'esp~ce des ensembles. Ceci permet de 
ddfinir simultan6ment les s&ies indicatrices de cycles Z F ([6], voir aussi [3] 
* Travail fait dans le cadre de subventions CRSNG (Canada) et FCAR (Quebec). 
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p. 29) et d'asymEtrie I" F d'une espEce quelconque F comme les expres- 
sions des fonctions ymEtriques en les variables ti, i _> 1, de Ft(x)lx,=~ et 
de Ft(x)[~,=l dans la base des sommes de puissances (power sums). En 
d'autres mots, 
ZF(  X 1, X 2,  X 3 . . . .  )]xi,=Ek>_ltik = 
x , ,  x2 ,  x3 . . . .  = 
Y'~ t~ l (S ) t~2(s ) t~a(s ) . . . ,  (1) 
s~ 
E t '(s tUs t; . . . .  (2 )  
sc~ 
oh ni(s) dEsigne le nombre d'occurrences du poids t i dans s, F t et F t 
dEsignent respectivement les types et les types d'asymEtrie de Frstruc- 
tures. 
Pour tout ensemble fini U, le groupe des permutations de U, note ~u,  
agit par transport de structures ue l'ensemble F[U] des F-structures 
sur U: 
~u X F [U]  ~ F [U]  
(or,s) ~ o'" s = F [o ' ] ( s ) .  (3) 
En gEnEral c r ' s  est obtenue de sen  remplaqant chaque ElEment u de 
l'ensemble sous-jacent par l'E1Ement correspondant o-(u). 
Une F-structure s sur U est dite asymdtrique lorsque son stabilisateur 
(i.e.: son groupe d'automorphismes) sous l'action (3) est trivial, c'est-h-dire, 
stab(s) = {o- c ®u[o-" s = s} = {id}. 
Afin d'uniformiser la notation, nous utiliserons F t pour designer les 
types de Ft-structures et imposerons les restrictions appropriEes au con- 
texte. Ainsi, la sErie indicatrice d'asymEtrie (2) d'une esp~ce F s'Ecrit 
I F (X1 ,  X 2,  X3 , .  . . )]xi:=Ek>_lt~ = 
E ¢n l (s ) tn2(s) fn3(s)  
"1 ~2 ~3 " • " , 
s ~_g, 
stab(s) = {id} 
(4) 
oh s ~_~ Ft indique que s parcourt un systEme de reprEsentants des types 
de Ft-structures et stab(s) est le stabilisateur de la Ft-structure s. 
Comme la sErie des types d'asymEtrie fait appel aux structures dont le 
stabilisateur est trivial et que la sErie des types n'impose aucune restriction 
sur le stabilisateur d'une structure, il est naturel de chercher h dEfinir une 
sErie indicatrice pour tout groupe d'automorphismes donnE. C'est ce que 
nous ferons dans la section suivante en adaptant des rEsultats dus ?~ 
Stockmeyer [17] au contexte des esp~ces de structures. 
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2. G-StERIE INDICATRICE 
Une esp~ce M ¢ 0 est dite moldculaire (voir [8, 9, 20]) lorsqu'elle est 
ind6composable sous la somme d'esp~ces, i.e.: M = P + Q ~ P = 0 ou 
Q = 0. Dire que M est mol6culaire signifie que pour tout ensemble fini U 
l'action (3) sur M[U] est transitive. 
Dans [9], Labelle et Yeh prdsentent la bijection 4~ entre l'ensemble ~/n 
des esp~ces mol4culaires concentrdes sur la cardinalit6 net  l'ensemble des 
classes de conjugaison de sous-groupes de ~.  Cette bijection permet 
d'dcrire toute esp~ce mol~culaire M ~/~ comme le quotient X" /H  oh 
H est un reprdsentant de la classe de conjugaison dans ~n, du stabi- 
lisateur d'une M-structure sur In] = {1,2,3 . . . . .  n}. En fait, l'esp~ce 
Xn/H est d6finie pour tout ensemble fini U de cardinalit6 n comme 
(Xn/H)[U]  =X~[U] /H  avec transport de structures habituel; une 
X'/H-structure sur [U] est une orbite de l'action de H sur X"[U]. 
Soit Met  N deux esp~ces moldculaires. Nous utilisons ce que Kerber 
[11] appelle le lemme fondamental (dfi ~ Stockmeyer [17] qui, en fait, est 
une version ponddr6e d'un rdsultat de Burnside--voir [10] pour des 
commentaires historiques) pour d6finir la N-s6rie indicatrice de l'esp~ce 
M. Par la suite, munis de cette ddfinition et du fair que toute esp~ce 
poss~de une ddcomposition mol6culaire unique, nous d4finissons la G-sdrie 
indicatrice de F pour tout couple (G, F)  d'esp~ces de structures. 
Soit M = Xm/H et N = X~/K  deux esp~ces mol6culaires telles que 
H < ~m et K _< ~, .  On s'int6resse ~la somme des poids de tousles types 
de Mt(X)-structures dont le stabilisateur est conjugu4 au sous-groupe K, 
c'est-5-dire, 
[N SM]( t l , t2 , t  3 . . . .  ) = 
0 sire -On 
t~l(s)t~2(s)t~(s) . . . sinon, 
seM, 
stab(s)~K" 
(5) 
oh s parcourt un syst~me de repr6sentants des types de Mr-structures, K~ 
d6signe la classe de conjugaison de K dans ~n et ni(s), pour i > 1, 
d6signe le nombre d'occurrences du poids t i dans la structure s. 
Considdrons le cas oh M = Xn/H et N = X~/K  sont deux esp~ces 
moldculaires concentrdes sur une marne cardinalit6 n. Une Mr-structure 
sur [n] est un couple (m, f )  oh m ~ M[n] et f :  [n] ~ N* = {1,2,3, . . .} 
est une fonction qui permet d'associer ~ chacun des sommets i de m un 
poids trig). Ainsi, 
Mt[n ] = {(m, f ) l rn  ~ M[n] , f :  [n] ~ N*}. 
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E = - -  
s~M, 
stab(s) ~L9 N 
Fixons m ~ M[n] telle que stab(m) = H et formons l'ensemble /2 = 
/2 m = {(m, f ) ] f :  [n] ~ N*}. ConsidErons l'action de H sur O, 
H×O~O 
(h ,s )  ~ h .  s, (6) 
ota h • s est obtenue de s = (m, f )  en rempla~ant chaque sommet i de m 
par l'EIEment correspondant h(i). Puisque H = stab(m) < ~,  on vErifie 
facilement que Faction du groupe H sur/-2 se resume ?~: 
HxI2~O 
(h , (m, f )  = s) ~ h . s = h . (m, f )  = (m, f  oh - l ) ,  
et que cette action preserve les poids. Puisque les types de &/t-structures 
s'identifient aux orbites de cette action (on oublie simplement la nature 
des sommets de l'ensemble sous-jacent), on peut Ecrire 
[N $ M]( t , ,  tz, t3, . .  ) = E /nl(s)tn2(s)/Pl3(s) 
• ~1 ~2 ~3 " " " 
s~ 
s tab(s )~_K  
oh s ~ O signifie que s parcourt un syst~me de reprEsentants des orbites 
de l'action (6), c'est-a-dire, un syst~me de reprEsentants des types de 
Mr-structures. 
LEMME 1. Soit M = X~/H et N = X~/K  deux espdces moldculaires 
telles que H, K <_ ~,  alors 
[N SM]( t l ,  t2 , . . . )  
1 
- E IQI E tx(Q, V) E ,,~(s),,2(s) 
IHI Q~Kr~sg(H) Q<_V<H V<H~ 
o~ Rest  la classe de conjugaison de K dans ~n, sg(H) est l'ensemble des 
sous-groupes de H ,  Iz(Q, V) est la valeur de la fonction de M6bius de 
l'intervaUe [ Q, V] dans le treillis des sous-groupes de H, s parcourt l' ensem- 
ble des reprdsentants des types de Mr-structures et H; = {h ~ HIh • s = s}. 
Preuve. En posant w(s) = t"'(s)t~2(s)t ~3~) et en adaptant la demon- 1 2 3 " ' '  
stration du lemme apparaissant ?a la page 163 de [11] au contexte des 
esp~ces, on obtient 
[QI[Lg"I 
E ~(Q,  V) E "nt(s)t"2(s)t"3(s) "1 2 3 . . . ,  (7) 
IHI Q<_V<_H V<_14, 
o?a Q ~ K" A sg(H) et On dEsigne la classe de conjugaison de Q dans H. 
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Notons que la somme 
~_, tz(Q, V) E t~l(S)t~2(s)t; 3(s)''' 
Q < V<_H V<_H s 
ne d6pend que de la classe de conjugaison de Q dans H. De plus, 
l 'ensemble/~ n sg(H) se partitionne n k classes de conjugaison dans H: 
k 
- -H  
/~f~ sg(H)  = U Qi . 
i=t 
I1 suffit maintenant d'effectuer une somme sur les classes de conjugaison 
de sous-groupes de H qui sont contenus dans K pour obtenir le r6sultat 
6nonc6. | 
DI~FINITION 1. Soit N une espOce moldculaire, la N-sdrie indicatrice 
de l'espOce mol~culaire M est ddfinie par NM(X 1, x 2, x3 , . . .  )=  
[N $ M](t 1, t 2, t3, . . .  ) exprimde clans la base des sommes de puissances 
x i := E~ _> ltd. 
PROPOSITION 1. Soit M = X~/H et N = X~/K  deux espOces moldculaires 
telles que H, K < ~,  alors 
1 
- E Io_1 E 
NM(X1,  X2 ,  X 3 . . . .  ) I1-tl ocK-nsg(H ) O<-V<-H 
o~t Vii, pour i > 1, d~signe le nombre d'orbites h i dldments de l'action 
naturelle de V sur [n]. 
Preuve. En vertu du lemme 1 il suffit de ddmontrer que 
xV'xV2xV33"'" = E t;'(s)t~2(s)t~ 3(s)''" 
V<_H~ 
lorsque s parcourt le syst~me de repr6sentants des types de Mr-structures. 
Puisque V < H s = {h [h ~ H, h • s = s}, chaque orbite de Faction de V sur 
[n] ne contient que des sommets de m~me poids d'oS, 
. . .  2 3 
= E . . .  
V<_H s _1  _1  " ~ k>_ l " 
= xV 'xV2xV3" ' "  I 
Ddfinition 2. Soit G = ZN~gN Net  F = ~Me.ge ,  fM m deux espOces 
quelconques et leur ddcomposition molgculaire. La G-s~rie indicatrice de F 
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est ddfinie par 
GF(X1,  X2, X3 . . . .  ) = E gNfMNM(X I ,X2 ,X3 , . . . ) ,  
N, M ~Je" 
o~t A" ddsigne l'ensemble de toutes les espdces moldculaires. 
PROPOSITION 2. Soit F1, F2, F, Ga, G 2 et G des espOces e ta  ~ N = 
{0, 1, 2,. . .  }, alors 
(1) (G 1 + G2)F(X1,  x2,  x3 , . . .  ) = (G1)F (X l ,  x2,  x3 , . . .  ) 
" Ir(G2)F(X 1, X 2, X 3 . . . .  ) 
(2) G(F1+Fz)(X1, X2, X 3 . . . .  ) = GFI(X1, X2, X3, . . . ) 
+ GF2(X 1, X 2 , X 3 . . . .  ) 
(3) (oLG)F(X1, X2, X3, .  . . ) = OLGF(X1, X2, X 3 . . . .  ) 
(4) GaF(X l ,  X2, X 3 . . . .  ) = aGF(x l ,  x2, x3, . . . ). 
Preuve. La d6monstration de cette proposition est facile etest laiss6e 
comme exercice au lecteur. | 
On peut exprimer les esp~ces G = F. N ~ ~,gN Net  F = EM ~ ~fM M de 
la fa~on suivante: 
G = E E gX ' /K (Xn/K) ,  
n>_O K~ cc(~.) 
F= E E fxn /H(  Xn /H) ,  
n > 0 H~cc(~,) 
off ~_~cc(~ n) indique qu'on parcourt un ensemble de repr6sentants des 
classes de conjugaison de sous-groupes de ~n. 
Puisque la G-s6rie indicatrice d'une esp~ce F est ind6pendante du choix 
des repr~sentants des classes de conjugaison consid6r6es elle peut aussi 
s'exprimer sous la forme 
GF(X1,  X2, ' ' ' )  = E E gXn/K fXn/H(Xn/K) (xn /H) (X I '  X2 ' ' ' ' ) '  
n>_O H, K_~ cc(®,,) 
(s) 
off, 
( Xn /K) (xo /H) (  x l ,  x2 . . . .  ) 
1 
- E Lot E  (o,V)x[lx[2 . . . .  
[HI Q~Rnsg(H) Q<v<_I-I 
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3. S1ERIE INDICATRICE D'ASYMI~TRIE 
L'espace des ordres lin6aires possade la d6composition mol6culaire 
L = En>0 Xn off le stabilisateur de toute Xn-structure sur [n] est form6 
uniquement de la permutation identit4 de ®n. Cette constatation mane 
naturellement h la proposition suivante. 
PROPOSITION 3. Soit F = )2nzOEM~, fMM une espkce et I'F(X D X2, 
X3, . . . ) sa sdrie indicatrice d' asymdtrie, alors 
LF(  Xl, x2, x3 . . . .  ) = /'F(X1, X2, x3 . . . .  ). 
Preuve. La L-s6rie indicatrice de l'espace F est 
LF(X I ,  x2, x3 , . . . )  = E E &(Xn)M(X l ,  X2, X3 . . . .  ), 
n>_ O M~/n  
01,1 (Xn)M(XD X2, X 3 . . . .  ) = [X" $ M](tl, t2, t3,. . .  ) 6crite en terme des 
sommes de puissances xi = F, k > lt~. R'appelant (4) et (5) on obtient, 
[X~M]( t l ,  t2,t3 . . . .  ) = t'~(s)t~2(*)t~3(s) . . .
s~Mt 
stab(s) = {id} 
la s6rie indicatrice d'asym4trie de l'espace moldculaire M. De la proposi- 
tion 2, 
LF(X1 ,  X2' X3 . . . .  ) = E E & I~M(X l '  X2' X3 . . . .  ) 
n>O M~'~ 
= Fz.~oZS, .M(Xl ,  x2,  x3 . . . .  ) 
= IF (X I ,X2 ,  X3 , . . . )  • I 
Ce r4sultat donne lieu h l'expression suivante pour la s6rie indicatrice 
d'asymdtrie d'une espace F: 
FF( X1, X2, X3, . . . ) 
1 
~-, E fx"/ I4 IHI E /x({id}, V)xV~xV2x v3 . . . .  (9) 
n _> 0 H~cc(~n) V<_H 
24 LABELLE, LABELLE ET PINEAU 
914 
(4) 
{id, n,T2}{id, ra, r4} {id, cr2} {id,~s} {id, as} {id, rs, rd{id, rT, rs} 
(-i) (-I) (-i) (-i) (:i) (-i) (-i) 
{ id} 
O) 
FIG. 1. Le treillis des sous-groupes de 1I 4. 
Exemple. Calculons la s6rie indicatrice d'asym6trie de l'esp~ce 
mol6culaire E4 -+ qui est d6finie par le quotient E4 += X4/114 oh 1,~ 4 es t  le 
sous-groupe des permutations paires de ~4. Le treillis des sous-groupes 
de 114 est donn6 h la figure 1 oh la valeur de la fonction de M6bius, pour 
chacun des 616ments du treillis, est indiqu6e entre parenthSses. La nota- 
tion utilis6e 5 travers le texte pour les 616ments de ~4 est celle de [1]: sous 
forme de mots, /d = 1234, 0-1 = 2341, 0- 2 = 3412, 0-3 = 4123, 0-5 = 4321, 
0-8 = 2143, z I = 1342, ~2 = 1423, ~'3 = 3241, r 4 = 4213, ~'5 = 2431, T 6 = 
4132, % = 2314, r8 = 3124, a 2 = 3214 e ta  5 = 1432. 
De la proposit ion 1 et du r6sum6 fourni au tableau I, 
LE2-(X1,X2,  X3 , . . . )  = (X4)E~(X1,  X 2 ,x3 , . . . )  
1 
12 
E /x({id}, v)xVlxV2xV3... 
{id} < V< 1I 4 
1 
= -i~{X 4 -- 3X~ -- 4XlX 3 + 2X 4 + 4X4} 
1 
= -~{x I -- 3x 2 -- 4x ,x  3 + 6x4}, 
qui est b ien  I~Ea~(Yl, X2, X3' ' '"  ) de [5, 6]. 
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TABLEAU I 
t~l~ments de calculs pour I 'E~(x p x2, x 3 . . . .  ) 
V tx({id},V) v~ v2 v3 X 1 X 2 Y 3 . . .  
{id} I x4 
{id, ~i} - 1 x~ 
i = 2 ,5 ,8  
(id, ri, Ti+ 1} - 1 x~x 3 
i = 1 ,3 ,5 ,7  
{id, 0"2, 0"5, 0"8} 2 x 4 
H 4 4 x 4 
4. SIERIE INDICATRICE DE CYCLES 
Pour obtenir la sOrie indicatrice de cycles d'une esp~ce F, voir (1), on 
doit faire la somme des poids de tous les types de Ft-structures. On peut 
tr~s bien regrouper les termes de cette somme selon le stabilisateur des 
reprdsentants de ces types. C'est ce qui est fait ~ la proposition suivante en 
utilisant la correspondance entre les classes de conjugaison des sous- 
groupes de ~ et les esp6ces moldculaires concentrdes ur la cardinalit6 
n, [9]. 
PROPOSITION 4. Soit G = ~NE~N l'espOce somme des espOces 
mol~culaires avec multiplicitd 1, F = EM~. fM M une esp~ce et 
ZF(X 1, x2, x 3 . . . .  ) sa sdrie indicatrice de cycles, alors 
E N) (X l ,  X2,  X 3 . . . .  ) ~- ZF(X1,  X2 ,  X 3 . . . .  ) .  
N~f¢" F 
Preuve .  On a (EN~N)F(Xl, X2, X 3 . . . .  ) = EM~f  M X 
( (EN ~,eN)M(X l ,  X2, X 3 . . . .  ), 0?1 
~N ) = 
(N~.~"  )M (X I 'X2 'X3 ' ' ' "  xt Ek>,t ~ 
[N $ M]( t l ,  t2 ,  t3 , . . .  ) 
N~"  
E tnl(s)tn2(s)tn3(s) 
~1 "2 ~3 • " • 
s~M,  
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TABLEAU II 
l~ldments de calculs pour ZE2(xl,  x 2 . . . .  ) 
N NE4~(XI, X2, X 3 . . . .  ) 
E~ x4 
X • C 3 XlX 3 - x 4 
E2 o X 2 1 2 $(x 2 - x4) 
2 4 1 (X 4 __ 3X 2 q_ ]2 1 -- 4XlX3 6X4) 
est la s6rie indicatrice de cycles de l'esp~ce moldculaire M. Ainsi, 
( ]~, N} (X1 ,  X2 ,X  3 . . . .  ) -~  E fMZM(X l ,X2 ,X3  . . . .  ) 
\ N~.~" j F M~,,g( 
~-" Z~fmM(  X l ,  X2, X 3 . . . .  ) 
~- ZF(X I ,  X2, X3 . . . .  )" I 
Ceci sugg~re de ddsigner par Z l'esp~ce ]~N ~ ~,N. 
Exemple .  La s6rie indicatrice de cycles de l'esp~ce E4 +- est 
ZE~(X l ,  X2 ,X3  . . . .  ) = E NE~(X I 'X2 'X3 ' ' ' ' )  
NEM ¢ 
E NE~(X l ,  X2, X3 . . . .  ) ,  (10)  
N ~¢'4 
= , • • E pbic C4 ' X • C3,  X 2 • E2, OLI ~4 {E4,  E4 -+, P4 X E3, E2 2, 4 , 
E 2 o X 2, X4}. Le tableau II contient les N-s6ries indicatrices non nulles de 
l'esp~ce E4 ~. En effectuant la somme (10), on obtient 
ZE,~( X I ,  X2, X3, . . . ) = I"~( X 4 "~ 8X1X 3 "t- 3X2) .  
5. EXEMPLE ET TABLEAUX 
Dans cette section nous illustrons le type de calculs ~ effectuer pour 
obtenir la N-s6rie indicatrice d'une esphce M lorsque N et M sont des 
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FIG. 2. Une P4-structure sur [4]. 
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{id, 01,0"2, 03} {id, 0"2, a~, as} {id, a2, (~2, c~s} 
{id, 0"5} {id, as} {id, a2} {id, c~2}~ {id, 0~5} 
{id} 
Fro. 3. Treillis des sous-groupes de ~4. 
Fro. 4. Une E 2 o X2_structure sur [4]. 
esp~ces molEculaires. Nous calculons la E2oX2-sEr ie indicatrice de 
l'esp~ce P4 des polygones ur 4 points, E 2 o X 2 Etant l'esp~ce des paires 
de couples orientEs. 
Soit m la P4-structure sur l 'ensemble [4] illustr6e ~ la figure 2. Le 
stabilisateur de m est stab(m) = {id, o-1, o.2, %, ~rs, o.s, a2, as} = ~4,  le 
groupe di6dral sur 4 points, dont le treillis des sous-groupes est illustr~ ?a 
la figure 3. Le stabilisateur de la E 2 o X2-structure (figure 4) est K = 
{id, o.5} et sa classe de conjugaison dans ®4 est ~ '= {{id, o.i}li = 2,5,8}. 
Les sous-groupes {id, o.2}, {id, o-5} , {id, o-8} sont conjugu6s dans ~4 mais 
ne le sont pas dans ~4: {id, o'2} ~4= ((id, o-2}} et {id, o'5} ~4= 
{{id, o.s}, {id, o-8)}. 
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De la proposition 1, 
(E2° X2)p4(  X l ,  X 2 . . . .  ) 
1 
= -~ ~_~ 2 ~_, tz(Q,V)xV:xV~.. .  
Q~{{id, o-~}[i=2,5,8} Q<-V<-~4 
2 
D 
8 
~7~ Iz({id, o'2},V)xV~xV2... 
{id, cr2}<__ V ~  4 
+ - -  2.2  
8 
~7~ t*({id, o'5},V)xVl lxv2...  
{id, o- s} < V_< ~4 
1 1 
= ~(2"  0 + 4(x 2 - x4)  ) = ~(x  2 - X4). 
Aux tableaux III, IV, V et VI apparaissent les diff6rentes 6ries obtenues 
partir des esp~ces mol6culaires ur 4 points. En effectuant la somme des 
616ments d'une colonne on retrouve la s6rie indicatrice de cycles (derni~re 
ligne) et au-dessus, la s6rie indicatrice d'asym6trie. De plus, les 616ments 
de la diagonale (Nu(Xl, x a . . . .  )) refl~tent le crit6re de r6ductibilit6 de 
Yeh [20] concernant les esp~ces mol6culaires qui ne sont pas atomiques. 
TABLEAU I I I  
S& ies  de E 4 et de E4 -+ 
g M E 4 E~ 
E 4 x 4 0 
E~ 0 x 4 
P4 0 0 
X • E 3 XxX 3 - x 4 0 
1 2 
E 2 • E 2 ~(x z - x 4) 0 
P4 bic 0 0 
Ca 0 0 
X ,  C a 0 x1x 3 - x 4 
X 2"E  2 ½(x2x2-  2x lx  3 -x2  2 + 2x  4) 0 
1 2 E 2 o X 2 0 $(x 2 - x 4) 
g 4 ~4(x 4 - 6x2x2 + 8x ix  3 q- 3x 2 - 6X4) l (x4  -- 4XlX 3 -- 3X~ + 6X 4) 
Z M lz (x4 + 6x2x2 + 8x lx  3 + 3x 2 + 6x 4) ~(x  4 + 8x lx  3 + 3x2 a) 
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TABLEAU IV 
S&ies de P4 et de X"  E 3 
29 
NM P4 X"  E 3 
E 4 0 0 
E4 -~ o o 
G x4 0 
X"  E 3 0 XlX 3 
2 
E 2 • E 2 ~(x 2 -- X4) 0 
pbic 0 0 
C 4 0 0 
X .  C 3 0 0 
X 2 . E2 ~(xi  x21  2 _ x 2) x2x2 _ x1x3 
E2 o X 2 1 2 ~(x 2 - x 4) 0 
X 4 g(x~l 4_  2x2x2_x  2+2x4)  8(xll 4_3x~x 2+ 2x,x3) 
I 4 2X2X2 + g(X 1 + 2XlX3) ZM g(X I + 3X 2 + 2X4) 1 4 3X2X2 + 
Crit&e de rdductibilitd de Yeh. Soit T une esp~ce moldculaire concen- 
tr6e sur la cardinalit6 n et t ~ T[n]. S'il existe un ensemble U ___ In], 
Q ~ U * [n], tel que les conditions 
(1) cr ~ stab(t) ~ gu ~ U, o-(u) ~ U et Vu ~ [n] \ U, o-(u) E [n] \ U 
(2) o- ~ stab(t) ~ ~rlv + 1[ .>v ~ stab(t) 
sont satisfaites, alors T est r6ductible sous  le produit (i.e.: n'est pas 
atomique). 
TABLEAU V 
S6ries de E 2 " E2, de P4 ei~ et de C 4 
NM E2 . E2 pbic C4 
E 4 0 0 0 
E~ o o o 
P4 0 0 0 
X"  E 3 0 0 0 
E 2 • E 2 x 2 0 0 
pbic 0 X 4 0 
C 4 0 0 X 4 
X.  C 3 0 0 0 
X 2" E 2 x2x2 - x 2 0 0 
E 2 ° X 2 0 3 2 ~.(X 21  2 ~(X 2 - -X  4 ) 
X4  a(xll 4 _ 2x21x2+x 2) ~(xll 4 __ 3x 2 + 2x4) a(xll 4 _ 
a (x i  + ~(x  l + a (x l  + ZM 1 4 2X2X2+y2)  14 3X 2) 14  X2  
X 4 ) 
q- 2X4) 
582a/69/1-3 
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TABLEAU VI  
S6ries de X. C3, de X 2 • E2, de E 2 o X 2 et de X 4 
N M X .  C 3 X 2 • E2 E2 o X 2 X 4 
E 4 0 0 0 0 
e~ o o o o 
P4 0 0 0 0 
X"  E 3 0 0 0 0 
E 2 " E 2 0 0 0 0 
P4 bic 0 0 0 0 
C 4 0 0 0 0 
X .  C 3 xlx 3 0 0 0 
X 2 • E 2 0 x2x2 0 0 
E2 o X 2 0 0 x 2 0 
X 4 1 4 1 4 x2x2 ) 1 4 ~(x 1 - x1x3)  ~(x  I ~(Xl  -- x2 ) Xl 4 
~(XI q_2XlX3) 1 4 X2X2 ) 1 4 X 2 ) X 4 ZM 1 4 2(X 1 -{- ~(X 1 q- 
Pour une esp6ce mol6culaire N, NN(Xl, x2, x 3 . . . .  ) v~ x~ si et seule- 
ment s'il existe un ensemble non vide U c [n] qui satisfait la premiere 
condition du crit~re de Yeh. Une esp~ce atomique peut satisfaire la 
premi6re condition du critSre sans toutefois en satisfaire la deuxi~me, par 
exemple: prendre l'ensemble U ~ {{1, 4}, {2, 3}} pour la E 2 o XZ_structure 
de la figure 4. 
6. ESP~CES TRANSITIVES 
Soit E = E~>_0En = 1 + E~z lXn/~n l'esp~ce des ensembles, C = 
En>_IC~ = En>IX" /Zn  l'esp~ce des cycles oh 7/  est le groupe cyclique 
d'ordre n et P = En>IP~ = En>IX~/~,  l'esp~ce des polygones off ~ 
est le groupe di6dral d'ordre 2n. On dit qu'un groupe K_< an ,  pour 
n ~ ~*, est transitif s'il agit transitivement sur l 'ensemble [n]. Visible- 
ment, pour tout n ~ N*, 2 , ,  ~ ,  et ®n sont transitifs. Une esp~ce sera 
dire transitive si elle s'4crit comme une somme de quotients off n'inter- 
vient que des groupes transitifs. 
PROPOSITION 5. Si G = ~n>_O~N~A, gN Nest  une espkce transitive, 
alors la G-sdrie indicatrice de toute esp~ce F = E~ >_ 0EM ~ ~, f  M M est 
GF(X l ,  X2, X3 . . . .  )=  E E gNfNX,~, 
n >_ O N ~.~',, 
N transitive 
oh par convention xo = 1. 
SERIES INDICATRICES D'ESPECES 31 
Preut~e. On a: 
GF(X1,X2, X3 , ' ' ' )  = E E gNfMNM(Xl,X2,X3, " ' ' )  
n>_O N,M~ 
N transitive 
off, pour N = X~/K  et M = X~/H,  
1 
NM(X l 'X2 'X3 ' ' ' ' )  = IHI Q~g'c~sg(H) Q<_V<_" 
Puisque K est la classe de conjugaison de K dans ®~ et que K est 
transitif, tout groupe Q ~ K n sg(H) est aussi transitif. Ainsi, 
Q _< v< H Q _< V_< H sinon 
d'of,  
( X~/K) (x , /H~(  xl ,  x2, x3 . . . .  ) = 
X n si H=K;  
0 sinon 
c'est-a-dire, 
N~(x l ,  x2, x3 . . . .  ) = sinon 
et le r6sultat suit. | 
Nous avons rdsum~ au tableau VII les diff6rentes dries indicatrices 
obtenues ~ partir des esp~ces E, C et P. Rappellons que •i = @i = ~ i  
pour i ~ {1, 2} et que ~3 = ~3- Remarquer que pour G, F~ {E, C, P} 
on a, GF(Xl, x2, x 3 . . . .  ) = Fc(x l ,  x 2, x 3 . . . .  ). Ce phEnom~ne st en fait 
un corollaire de la proposition 5 off F est aussi une esp~ce transitive. 
COROLLAIaE 1. Soit Get  F deux espdces transitives, alors, 
C (Xl, x2, x3 . . . .  ) = I 
COROLLAmE 2. Soit F = ZM ~ ~fM M une espdce transitive, alors, 
FF(X1, X2, X3 . . . .  ) = E E f2Xn" ] 
n>~O M~tt" n 
Lorsque G est une esp6ce transitive, la G-sdrie indicatrice de toute 
esp~ce F est lin6aire en les x n.(proposition 5). Ceci n'est pas le cas 
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TABLEAU V I I  
GF(X I ,  X2, X 3 . . . .  ) pour F = Y~M • ~' fM Met  G transitive 
G GF(X1,  x2,  X 3 . . . .  ) 
F 'N~'gNN F'n>-oF" N~f~ gNfNXn 
N transitive 
EE(X1,  X 2, X3, • . .  
E En >_0fex~ Ec(Xl, X2, X 3 . . . .  
Ep(X l ,  x 2, x3, • . .  
CE(X1,  X 2, X3, ,  . . 
C E n > l f cXn  Cc(X l ,  x2,  x 3 . . . .  
Cp(X l ,  x2~ X3, • . . 
PE(X1, X 2, X3 , . . .  
P Y~n>l fpXn Pc(X l ,  X2, X3 . . . .  
Pp(x  1, X 2, X3, . . . 
= 1 + Y~n>lXn 
= x I -b X 2 
=X 1 +X 2 +X 3 
=X 1 +X 2 
= ~.n~lXn 
=X 1 +X 2 
=x 1 +x  2 +x  3 
=X 1 +X 2 
= ~n>lXn 
lorsque G est une esp6ce quelconque et F est une esp~ce transitive. 
Consid6rons, 
G = E E gx"/KX~/K 
n >_ 0 K~cc(~n)  
une esp6ce quelconque, E l'esp~ce des ensembles et C l'esp~ce des cycles. 
La G-s6rie indicatrice de l 'esp&e des ensembles est 
CE(xl, x2, x3,...) 
= E E gX /K-- 
n >_ 0 K ~__cc(~ n) 
IKIIgl 
n! 
~,  I~(K, V)xV~xV22x v3 . . . .  
K<V<_~.  
et celle des cycles est 
Gc(x  1, x 2 ,  x 3 . . . .  ) = 
r ~ n/ r  
n>_l rl din dlrln \ 
oh Z d = ((123 .-" n) n/a)d6signe ici l'unique sous-groupe cyclique d'ordre 
d de Zn = ( (123" . .  n)) < ~,  et ~(r/d) est la fonction de M6bius 
classique. 
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7. CONCLUSION 
La prdsente 6tude offre plusieurs voies d'exploration. 
• I1 est possible d'obtenir des identit6s intdressantes entre les valeurs 
de la fonction de M6bius lorsque l'on possgde une expression explicite 
pour les coefficients d'une s6rie indicatrice (calcul4e ind6pendamment de
l'inversion de M6bius). Illustrons ce fait en faisant appel h l'esp~ce 
E~ = X~/~ des ensembles de cardinalit6 net  l'esp6ce E + = X~/1I~ 
des ensembles orientals de cardinalit6 n. 
On sait d'une par (voir [5]) que la s6rie indicatrice d'asym6trie de 
l'esp~ce E~ est 
FG(x l ,x2 ,  x3 , ' " )  = E sgn(o-) 
¢~n aut(~r) 
o- 1 o- 2 o- 3 
X 1 X 2 X 3 . . .  
(11) 
Off o" parcourt les partages de l'entier n, sgn(o-)= signe de o-= 
( -  1) n-zo-i = ( -  1) z0-2~ et aut(o-) = 1~o'1!20-2~r2 ! . . . .  
D'autre part, en posant F = E~ = X~/®~ dans (9), on obtient une 
deuxi~me xpression pour cette sdrie, 
1 
FEn(XI' X2' X3,""  ) = -~. E /x({id}, V)x[lxV2x V3 . . . .  
{id} <_ V<_ ~,, 
(12) 
1 dans (11) et dans (12) on obtient un En isolant le coefficient de xn
r6sultat bien connu (voir [16] p. 166) concernant les valeurs de la fonction 
de M6bius dans le treillis des sous-groupes de ®~: 
~_, Ix({ id},V)  = ( -1 )n - l (n  - 1)!. (13) 
V_<~,, 
V transitif 
Une ~tude plus raffin6e, bas6e sur la formule (5.6) de [5], montre que la 
s6rie indicatrice d'asym6trie de l'esp6ce E~ + est 
I~En+(Xl, X 2, X 3 . . . .  ) = 
O-I 0"2 0-3 
E (2 + cr 1 n)sgn(cr) xl x2 x3 "'" 
- , n>2.  
~-n aut(o-) 
(14) 
D'autre part, en posant F = E~ = Xn/ l In  dans (9) on obtient, 
2 
FEn+-(X1, X2 ,X3  . . . .  ) = ~. E Ix({idI,V)xV*x~2x~ 3 . . . .  
V<_~ 
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Regroupons les ElEments de cette somme selon les partages de n obtenus 
par l'action naturelle de V sur [n], 
2 
7, X 1 X 2 X 3 . . .  I~E+( X1 ' X2,  X3 . . . .  ) = E °'l o-2 o.3 o'[-n 
/x({id}, V).  (15) 
V de type o- 
V_<I I  n 
En comparant les expressions obtenues de (14) et de (15) par restriction 
au partage o- = n I on obtient, 
tx ({ id} ,V)  = ( -1 )  "-1 1 - -~ (n -  1)!, n > 2, (16) 
V_< 1~,, 
V transitif 
une expression analogue h (13) pour les groupe 1I.. 
Un rEsultat intEressant apparait lorsqu'on soustrait (16) de (13): 
n! 
v<_% £ tx ({ id} ,V)  - v<_u,,• Ix ({ id} 'V)  =( -1 )n - l - -2  ' n > 2. 
V transitif V transitif 
Ce coefficient est conjecture (dans [16], p. 166 exercice 53c) comme la 
valeur de la fonction de M6bius du groupe symEtrique. 
• La proposition 1 et la definition 2 permettent de faire abstraction 
des variables ti, i > 1, introduites au depart. Ainsi, la gEn~ralisation de la 
definition 2 au contexte des esp~ces pondErEes 'av~re simple et tout ?~ fait 
naturelle. 
• On sait que les transformations F ~ Z F et F ~ F F commutent aux 
operations combinatoires usuelles somme, produit, substitution et dEriva- 
tion. On doit maintenant s'interroger sur les propridtEs de la transforma- 
tion F ~ G F lorsque G est une esp~ce quelconque. 
•Dans  [3], DEcoste prEsente la substitution x i = (1 - q) ix i / (1 - qi) 
qui, lorsqu'elle est effectuEe dans la sErie indicatrice de cycles d'une 
esp~ce F, donne lieu ?tun q-analogue de la sErie gEnEratrice de cette 
derni~re. En effectuant cette m~me substitution dans la G-sErie indicatrice 
d'une esp6ce F, plusieurs identitEs intEressantes sont obtenues. Celles-ci 
feront l'objet de travaux ultErieurs. 
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